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Naturam .Linearum Curvarurn considerantes, faci-le invenimus, eas ejus esse indolis, ut, ductis
ad diversa ipsarum puncta tangentibus, plus vel mi-
nus ab his ipsis tangentibus decedant arcus, nullam-
que praeter circulum dari curvam, quae eundem cum
tangente semper efficiat angulum. Hinc quoque Cir-
culum ceu mensuram Curvaturae reliquarum Linea-
rum Curvarum siatuerunt Mathematici. Per quod-
vis videlicet punctum Curvae cujusdam concipiatur
Circulus, ipsam Curvam in puncto isio tangens, de-
scriptus, qui itaque in hoc puncto Curvaturam ex-
hibet. Qnnmque inaequaliter a tangente decedant
Curvas, Radii quoque Circuli tangentis vel osculato-
rii, ut etiam nuncupatur, inaequales evadunt, nec in
idem punctum extremitates ipsorum coire possunt.
Hasc ipsa Radiorum Curvaturae proprietas an-
sam suppeditavit Mathematicis, Locum Geometricum
2pro centris horum Radiorum investigandi, & HU-
GENIUs (*) primus naturam investigavit hujus Lo-
ci Geometrici, nomenque illi dedit Evoluta, eo ex
fundamento, quod, pesita Evoluta GOR data, si si-
lum AGK perfecte slexile illi circumplicetur, ita ut
portione AG superet Longitudinem arcus Evolutas
datas GOR & iterum successive ab ea abducatur, ex-
tremitas ejus A (extenso silo in rectam MR) cur-
vam aliam AW desorihitr alteram itaque harum AM
ex evolutione descriptam, alteramque AGOR Evolu-
tam vocavit. Fbst illum, doctrinam de Evolutis o-
nrnes sere Geometriae sublimioris Cultores tractave-
runt, quo factum esl,. ut formula jam exstet gene-
ralis,, cujus ope, data aequatione Curvae, dabitur ae-
quatio Curvas Evolutae. Has vero Evolutarum ae-
quationes in quovis casu a formula generali non abs-
que omni dissicultate deducere possumus; quamvis e-
nimi pro Parabola absque prolixo calculo determina-
ri possit aequatio Evolutae, res tamen aeque facile
pro Ellipsi atque Hyperbola non suceedit. Qno ita-
que commodior ad aequationes Evolutarum sectio-
num Conicarum inveniendas pateat via, in sequenti-
bus specialem pro his Curvis solutionem, specimi-
nis Academici loco,, adserre nobis proposuimus,-
(*>, Csr„, Hifloire des MaiHematiques par Montucla. Tora,
Ii, part., IV. Liv., II. p. 129,.
3.5*
Lemma i. si ex quolibet puncto M enjusvis
sectionis Conicae ducta sit Linea Normalis MAct quae
axi conveniat in N, & ex aliquo soco P\ ducto ra-
mo FM,, in ipsiun ex N ducatur perpendicularis IVD,
erit portio AID aequalis si miparametro axis. Csr.
GV1DON1s GRANDI synops sect. Conicar.
Propos pi.
Lemma 2. In quavis sectione Conica, si fuerit
Parameter axis = 2 p, A FMN- w & sin. tot. =/, erit
MN cp In A MDNrectangulo est MN: MD.::
MD p
i: Cos DMN*mdeMN= Cos DMN = 1FJF (Lenun. i).
§-3‘
Problema. si fuerit Curva AM lectio quae-
dam Conica, cujus vertex A , Focus F & Axis AP-,
invenire aequationem Evolutae pro hac Curva.
sumto puncto quodam M, ducatur Radius Cur-
vaturae RM, eritque ($. i ) punctum Rin Evoluta.
sit Parameter axis = 2' p, erit EF, Perpendiculariter
ducta a puncto Fin AP, aequalis semi parametro - p
(Elem. sect. Conic.) Facta AG -p - Radio Curva-
turae in vertice sectionis Conicae, statuatur punctum
G origo Abscissarum &| GP = x, ductaque PR nor-
maliter in APhtPR- y; sumta praeterea Pp infinite
4parva, ducatur pr parallela ipsi PR & Rs parallela
axi abscissarum APr erit Pp = Rs = dx & sr- dtp,
Polita AF =m, habebitur, exisiente Centro Ellipseos
atque Hyperbolae in C, axis harum Curvarum Ma-
± m 2 ± tn[p —m )
jor AC =a~ & FC-e- . sit de-
A/.V 3
inde > FMN-iu& PNR = <p, erit ictE = ~ 2~ (Elem.
scct. Con.) = ~Qo]FxP (Lena. -) & irj =
~ 6?« (p'=
~~j . Ducta, enim Ordinata MQ Curvae AM, erit
(TGV1D. GRANDI synops. sessi. Conic. pr. 33. Cor, 2)
az : e2 rr CQ: CiV, unde CM= cls$-& FN =±CF +
a z
CJV ~ ± e Esi vero FM -± a ; si
«* *
itaque ponatur MF: FN:: ars seu ± a rh
e+ g . CQ-:: a: e r erit ± ast! ± ae
5
* a ’
sorato videlicet producto extremorum ac mediorum
terminorum, qua itaque aequatione veritas propor-
tionis abunde consiat. Erat vero RM - =■ P
p 1 Cosm*r
adeoque RN =RM - MIlr = MJss s^L1“ lNi
V s1 / Ccs m*
5~ ,_L_ =«7 1 - cpp_\_ Ed ; autem
Co/ 232 \ Cg/" 232 3 / CoJ 232 3
in A RPJssy NR: FK:: i: sin <p, unde PR ~ J -
msk<p=t**l£ sin <p = si« »»• _
Cos IQ 3 ' (±/2 + «/) Coi w 3 ±p + m
ex qua seqv. habebitur Tgw- P + m iy & posita
p m
zlssTL - qy erit Tgw = cs*ij^sisinw-s—y=~==±-\
p m \Vx-l 'Tgw’/
tp yr
p ——7= . Lx supra demonstratis habetur
V 1>h qT yj
j!
ra 5'z» 2P 57« 257 3?Tsiia @ = -----— = —-— = —-—Trrrrrrr.— ; un-* ±p + m pq s. pj V 22 i .2 ? jj
sse Cos ds - i — sin (p* = J — “—; —-—*
/> (i -s y 3 )
24>* A 2 2 '24,22 .2
/2 -73 (i*? 3 yT ) —J 3 P qr *(P q •—1 )y r
z 4 z z
”
24 z zp - qT (X * q 5" yT p J2 )
& CoJ (p]= T:t—$...
~ 1 ’ ,Ajdeoq.ue7g(p
P q**t i* qi js
sin Cp yr P V * tp yj
CoJcp -oT"
6s
yr In A Rsr ad s recta*»-
V2. > 2. 2. 2.P qy +{p q -l)JT
gulo sili Rs: sr : i : Tg(p , seu dx: dy :: r
4 a'
’ i 7unde dx~ p ns [p q - i)y } ) 2 y r J r 1 Ja
2 s -a*
lp <1 o l
ex qua aequatione integrando eruitur ratio inter co-
,ordinatas Evolutae Orchogpnales x &y. seoissim
vero in stque.uti.bus pro quavis sectione Conica in hu-
jus aequationis integrale inquirere juvat.
schol. Problematis inversi, quo ex data E-
Voluta GOR atque Longitudine sili AGOR , curva
AM ex evolutione genita invesiigatur, solutio haud
eli dissicilis.
Ducta etenim Linea RH ipsi AP parallela, pro-
ducatur MQ ad H & ponatur AQ - z, AG ■=§, MQ = v9
GOR =s, manentibus reliquis denominationibus; erit
ydx
PN subtangens Evolutae = atque NR ejusdem
linea «or-snalis, cujus valor generalis =
dy
quarum ope determinantur MH - v 4- y =J NR
7P * s PH- PO -
* s ' t
{dx + dy' y 1 x /?iV (dx 4 dyz )*
Est autemAQ=z=AG~\~ GP-PQ-p-s x - tPLsiJdL^r
.
(dx 1 dyzpi'
adeoque ex data aequatione Evolutae,.'secundum re-
gulas consuetas eliminari possunt x & ?/, novaque
exsurgit aequatio, relationem inter coordinatas zdk ir
Curvae AM orthagonales exhibens. Csr. ABR.
GOTTH. KAsTNER ansangsgriinde der Analysis des
mendlichen. Gbtting. jp6r.p. j2p. 530..
t 4-
si fuerit Curva AM Parabola Conica, erit, du-
cta ordinata EF per Focum F, EF2 -p~ = 2pm seu
p= 2 m ,, a deoque p2 qz ~i - Lll ~o. iEqua-
vi-
tio itaque disserentialis dx - p*q$ +(p% q* -\)yp-
pro Evoluta Parabolae in hanc redigitur formam:
dx =
? sumtisque integralibus habebitur, sa-
cta correctione, x — n =jr x - \P F seu x3
2




t= 8P x\ quae quidem est aequatio ad Parabolam
semi Cubicam , vel ut etiam noncupatur, iVW/-
lianctm. Uberiorem vero in naturam hujus Curvae
invdhigationem eo ex fundamento omittimus, quod
satis sit cognita; dixisse sufficiet eam ejus esse indo-
lis, ut ad distantiam a vertice A ipsius Parabola- =p ,
seu in ipsa Origine abseissarum G, punctum habeat
cuspidis.
schol. si jam ope scholii in 5- prae. allati in-
vestigetur curva ex evolutione genita, data parabolae
seim cubicae aequatione ay z -x' , sequenti modo pro-
1
•stT2
cedendum. Eruatur valor ipsius y - ~7 adeoque dy
a *
fixi (?X _ X* . 2(1 2 2A’ .
= 1T“ &
= Ttdx'-W*= T &
✓/so 2, */y2V x -2 /x * 9A' 3 2<? 2
V s T— ) = —7” «x s —7 . i— =*
\ a 2 \ 3 x^-dx
(4/7*9*)* j MR.PR ■x 7“— adeoque v== w y ($. 3. scbol.)
s3'; ' )
P "l* s 2/7 2 p -s s
7 -y&z-p+x—- Quum-
(9v*4<?) a {$x * 4/7)2
9que semper sit s = J* )
a= / n facta debita correctione, ba-
Va7 / 27
bebitur, substituendo !oco ipsius valor jam deter-
i 3 2
£ (27 <? 2 p4‘9x4-4^— 8^£ )
minatus, v= 3 1 1 7 — y
27 a- (9x4 a)*
y
£ (27 ~p*9x*4a* — $<i)»
(A) QL Z - p X — 2 * 7 7~
2 7 a
(B) unde, comparando sequat. (A) cura aequat. Evolu-
tae x 3 = ay*, (C) exterminatur pariter comparan-
do aequat.(B)cura aequat.(C) eliminatur x, quibus de-
mum aequatio relationem inter v & z exhibens deter-
minatur. Hinc vero jam videtur, varias pro diverso
ipsius p valore exstare Curvas, omnes quidem inter
se parallelas, diver sio tamen indolis. si ponatur
27p -8 a i (A) in hanc reducitur formam;
. £ La. d ~ x- q i 2, 8 n rv = <kz~p +ar — t # — — =* t #, im-
9 2 7
sse exterminando x, habebitur v 7- =; seu sequa-
27
tio ad Parabolam Apollonianam cujus parameter ==
■sy a. Csr. RAsTNER /. c. Eodem modo res se quo-
que habet cum reliquis Curvis, ex evolutione Evo-
lutarum sectionum Conicarum genitis, quapropter
10
uberiorem hujus rei explicationem in sequentibus o-
mittimus..
y-s-
In casu quo arcus AM fuerit portio Ellipseos,
Vel Hyperbolae, Evoluta harum Curvarum habebitur
integrando aequationem: dx - ~j P q r *(p <1 ~^)y i
r_
rritrmr r r P'** AP'F * y^\ l ...entque * + —— = se-
quatione ita correcta ut simul sit x-o-rj. si itaqu-e
loco quantitatis q, substituatur valor ipsius, in EI-
lipli = !?', habebitur, ductis singulis terminis in
ptn
?■ t~ 2 w aequatio ;EvoIuta; + tr“
vi
z ' m z m z
p (p—2m) yy \*
= (—5—• + —_) • sl,menTO
vero quadratum hujus aequationis,prodit,evolutis ter-
minis, ?*■' P~ 2m‘
Z
x 2 -s- 2 />'. p — zm. p — ct. av
w 4 /a 4
.Tp*p —»/ />*. p —z»
4








3 PT P—m*.p— 2m. y* s /> 3 , p■— 2 vi' . jy*
‘ ’ ~s “T" ‘ Ts ■»VI T Vl
illamque per m4 multiplicando & p 2. p— zm divi-
2 2 a
de ndo eruiturp — sm. x -jrsp — m. x — />■ p m» y
m 2.
(3/> T . p — y sP — *As•P —2 m. y^\ws y .«t '
Hinc autem jam videre licet, curvam hanc in spa~
sio finito conflictari! esse, & quatuor habere pun-
cta Cuspidum, quorum unum in axi Ellipseos ma-
jori ad dislantiam a vertice -p, alterum vero in
puncto quo Evoluta axem minorem tangit, & reli-
qua in regione abscissarura negativa, ad eandem a
centro dislantiam, qua sita sunt puncta jam nominata.
Hoc vero calculo ita evinci potesl: ex aequatione
p.p—im
' x _ I
«»
2 w 2 mT ‘J >




sumatur valor ipsius y = ((£x
j ( ( B x * __ a )lBd*dlJ == ”7 7~ atque
12
AB 1 dx % Haec*ddy ==
3(Bx*A* )t (Bx * )t _A A
expressio secundum regulas in Geometria sublimiori
traditas, nihilo aequalis est statuenda, quo facto, duo
3 12,
eruuntur factores Bx~h A* =1 o&:(_Bx JrAr ') r — A-o
.3
undex= - & x = 0, quibus intelligitur alterum
B
punctum cuspidis in ipsa origine abscissarum G, alte-
rum vero ad distantiam ab hac origine = — ~~js9
quam , restitutis ipsarum A & B valoribus, squalens
invenimus — . -p~a-p-GC~
p- 2 m 2m - p 2m-p
sed ducta ordinata per punctum C, incidit haec ipsa
ia axem Ellipseos minorem, adeoque alterum pun-
ctum Cuspidis erit in eo puncto, quo Evoluta axem
minorem tangit.
Hanc Curvam absolute rectificabiVm esse, exin-
de patet, quod semper sit aequalis disserentiae inter
Radium Curvaturas & semiparametrum axis majo-
ris = R — p.
s- 6.
Quo vero pateat natura Evolutae Hyperbo-
13
/
lae, resnmatur iEqu, §. 5. [inventa x-p V"
s r— 1
= Q!-!!—t- iPjl quae ducta ‘mp 2 q2 — j.
dabit (p z q x — 1) x+p3 q2 ~(p 2 ct-sp 2 qz
cujus deinde quadratum sumendo, prodit, terminis rite
evolutis (p*q7'~ iy x2 +2(p 2 q 2 ~i)p^q 2 x*p 6q*=p sq* *
(3P 2 q*Cp2 q"-i)yV(p z q^ ,i-Cp^q 2 -0y^^(p 2 q 2-iyy 2‘
& divi ia aequatione per p 2 q 2 — j, factaque debi-
ta reductione habebitur (p z q 2 — i)x2 + 2p' q* x =
y*) Cp z q**(p*i z '*~ Oy*) + p ? q 2 ~ 1. y%
Erat autem pro Hyperbola quantitas q == ($. 3. )
m— p p (p — 2m)
~Jvt
— adeoque p 2 q 2 —1 = ~a—~~ unde sa-
cta substitutione erit tld ,. ~ m : '
m 2 - in 2.
4 2, 2s 4 2 25 *
3 —p3 p 3 y ’ ptn —- p? (p — 2m)yi
’
]» \ y
;«3 m 3 m
J- t 2 m '} T & ducta aequatione in pro-
z?/
+ p
dit aequatio Evolutae —2m, x2 +5m— j/ x
14
3 ;;;.t m—pr yr stn —p7 p* p(p—2 w1 y 3
—■ * ;/T~ Jp 3
, p p—2 vi 2 y 2
+ *
•
Determinata vero jam aequatione Curvae, ad
indolem ipsius investigandam pergimusj & videndum
nobis primo erit, an & qualia puncta lingularia haec
32 3
habeat curva, Existente itaque y= ( (Bx* A>y. As
£ -4
„
p.p —2 m _ „ p3* ra—pr




habebitur dij == — —- /m# &
ABUx*
ddlj —~ 11 " -J 4" _ ' ■ 1 J 2. r i?3 ( Bx^cA'* jt —
unde duo erui possunt factores + A*')* = 0
2. 3 3 X
~ o quorum alter indicat pun-
ctum Cuspidis esse ia ipsa origine abscissarum G, ubi
x = o & alter ejusdem generis punctum inveniri in
.5




(;m —pY _ m z __
_
p—2 m 2/a— p 2m —p
15
Ex allatis liquet, Curvam hanc quatuor ramos in
infinitum excurrentes, habere; an vero etiam Asym-
ptotos habeant rami,, calculo nobis jam esi: invesii-
gandum. Calculus sublimior tales nobis exhibet‘sor-
mulas pro invenda origine Asymptotorum, ut sumto
valore x (prout ipsa Curva respectu Axis
dy
Abscissar. Concava fuerit vel convexa) in terminis
ipsius x, pariter ac ipsins y — statuatur x= co,
dy
si valor finitus supersit, hic idem valor determinabit
punctum, e quo prodeunt Asymptoti, & angulum,
quem cum Axe Abscissarum efficiunt. Ex aequatio-
ne autem Evolutae habebitur, retentis iisdem deno-
minationibus ac antea y'==■ ( (A* x+ )T — A) z, adeo-
j B {{Bx A* yr — Ay* dx , mdxque au = ~ i— unde x—■ -—-
(Bx * A 5' )t aJ
,rr. , .1 . 2
'
a! , (Bx*A^)yx--x---((Jdx-\-Az y—Ayz dx. 7-1—t—
)3 ~Adx
=*- qussi ex,
pressio, posita x = co, evadit in hanc formam r
2
/j "3* -1 r I -,
X — — B T xy ~Bx — Bx, quae, cum infinita sit,
originem Asymptotorum exhibere non potessi Ne-

16
que situm ipsarum ope alterius jam allatae formulae
y — determinare possumns. Facta etenim sub-
ax
.
. xdy Bx({Bx > dxstitutione, erit y - -A =jy -tt-ax {Bx'r A~ )3 dx
? 2 i Bx{{Bx <%< - A\*




unde, siatuendo x - oc , eruitur Bx — — =5
Fixi
ito — ito, quibus intelligitur, Curvam hanc Asyra-
ptetis destitutam esse.
Quod vero ad rectificationem hujus Curvae at-
tinet, illam facillime esse inveniendam, exinde pa-
tet, quod semper sit ipsa Curva = R —p.
\
